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 $\beta$(\mathrm{n})V= $\gamma$- $\alpha$(\mathrm{n}) $\kappa$ \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{r}(t) (1)
ここで、 \mathrm{r}(\mathrm{t}) は時間依存する \mathbb{R}^{2} 内の曲線、  $\kappa$ は  $\Gamma$(\mathrm{t}) 上の曲率、 V は \mathrm{r}(t) 上の法線速
度、 \mathrm{n} は \mathrm{r}(t) 上の外向き単位法線ベクトル、  $\alpha$,  $\beta$,  $\gamma$ は与えられた関数とする。例えば、
Choi-\mathrm{L}\mathrm{u}\mathrm{i}[4] は細胞運動に関連した自由境界問題を解析しており、閉曲面で構成された進
行波解が存在することを示した。同様の目的で、 \mathrm{M}‐Ninomiya[10] は異なる自由境界問題
に対して、類似した結果を得た。また、Chen et al. [2] はFitzHugh‐Nagumo 方程式の







これらの結果を考察すると、曲率  $\gamma$ は共通な構造として取り入れられている。一方で、
外力  $\gamma$ はモデルに依存して大きく異なることが確認できる。従って、自然と
(間) どのような外力  $\gamma$ を持てば、方程式 (1) は閉曲面で構成された進行波解を持つのだ
ろうか?
という問題意識が生まれる。本研究の目的は、この問いに対する部分的な解答を与えるこ
とである。  $\gamma$ を一般的な形で扱うのは複雑さばかりが先行し、構造が見えなくなるので、
ここでは最初のステップとして外力  $\gamma$ は単位法線ベクトル \mathrm{n} のみに依存する場合を考え
る。つまり、次の界面方程式に着目する :
 $\beta$(\mathrm{n})V= $\gamma$(\mathrm{n})- $\kappa$ \mathrm{o}\mathrm{n}  $\Gamma$(t) . (2)
主定理を述べる前に、以下では、界面方程式 (2) で表される代表的な方程式の諸結果を紹
介をする。
[例1] まず、  $\gamma$\equiv 0 の場合、Mullins [5] によって提唱された結晶粒界に関連する次の曲
率流方程式があげられる :
 V=- $\kappa$ \mathrm{o}\mathrm{n}  $\Gamma$(t) . (3)
方程式 (3) の解の存在は \mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{g}\trianglerightHamilton[7] やChen‐Giga‐Goto [3] などによって示されて






[例2] 外力  $\gamma$\equiv A (A は正定数) の場合は、eikonal‐curvature 方程式と呼ばれる幾何
光学のモデルに関連する次の方程式がある :
 V=A- $\kappa$ \mathrm{o}\mathrm{n}  $\Gamma$(t) . (4)
この方程式に対しは、半径 1/A の円が不安定な定常解として存在するため、(3) のように
空間2次元において任意のジョルダン曲線を初期値とする界面は、一点に退化するとは限
らない。進行波解に関しては、空間2次元において谷口 . 二宮氏 [13] などにより V字型










を満たす曲線  $\Gamma$(t) が
 $\Gamma$(t)=$\Gamma$_{0}+t\mathrm{c}
と表されるものを考える。ただし、 $\Gamma$_{0} は局所的に c^{2}‐関数として表されるジョルダン閉
曲線、 \mathrm{c} は2次元空間のベクトルとする。以後、 c=|\mathrm{c}| 、 \mathrm{n}_{0}=c^{-1}\mathrm{c} とする。ただし、
\mathrm{c}=0 の場合は、 \mathrm{n}_{0} は任意のベクトルを対応させる。今、 s を $\Gamma$_{0} の弧長パラメータ、 L
をその周長とすると、 $\Gamma$_{0} は
$\Gamma$_{0}=\{(x(s), y(s))\in \mathbb{R}^{2} | s\in[0, L \mathrm{t}(\mathcal{S})=(x_{s}, y_{s})
となる。また、 (x(s), y(s)) 上の単位法線ベクトル \mathrm{n}=\mathrm{n}(s) と x 軸のなす角度を  $\theta$ と表
すことにする。このとき、  $\theta$ は弧長  s に対して一つ定義することができ、関数  $\theta$= $\theta$(s) と
してみれる。よって、単位接線ベクトル \mathrm{t} および \mathrm{n}, V,  $\kappa$ は
\mathrm{t}=(x_{s}, y_{s})=(-\sin $\theta$, \cos $\theta$) , \mathrm{n}=(\cos $\theta$, \sin $\theta$) , V= ccos ( $\theta$- $\eta$) ,  $\kappa$=$\theta$_{8}
と表すことができる。ただし、  $\eta$ (\in [0,2 $\pi$)) は \mathrm{n}_{0} の角度を表し、 \mathrm{n}_{0}=(\cos $\eta$, \sin $\eta$) を満
たす。これより、(2) は次のように書ける :
c\tilde{ $\beta$}( $\theta$)\cos( $\theta$- $\eta$)=\tilde{ $\gamma$}( $\theta$)-$\theta$_{s}
ここで、 \tilde{ $\gamma$}( $\theta$)= $\gamma$(\mathrm{n}) , \tilde{ $\beta$}( $\theta$)= $\beta$(\mathrm{n}) を表す。以降、簡単のため \tilde{ $\gamma$}( $\theta$) , \tilde{ $\beta$}( $\theta$) をそれぞれ周
期  2 $\pi$ 関数  $\gamma$( $\theta$) ,  $\beta$( $\theta$) と表すことにする。従って、次の常微分方程式系を得る :
\left\{\begin{array}{ll}
$\theta$_{s}= $\gamma$( $\theta$)-c $\beta$( $\theta$)\cos( $\theta$- $\eta$) & \mathrm{i}\mathrm{n} (0, L) ,\\
x_{s}=-\sin $\theta$ & \mathrm{i}\mathrm{n} (0, L) ,\\
y_{s}=\cos $\theta$ & \mathrm{i}\mathrm{n} (0, L))\\





ここで、 (x_{0}, y0) は \mathbb{R}^{2} の点、 $\theta$_{0} は [0, 2 $\pi$ ) 内の任意の点とする。
仮定1.  $\alpha$,  $\beta$ はリプシッッ連続な  2 $\pi$ 周期関数とする。特に、  $\beta$ は与えられた正値関数と
する。
定義1. ある (c,  $\eta$) に対して常微分方程式系 (5) の解
( $\theta$, x, y)\in C^{1,1}([0, L])\times C^{2,1}([0, L])\times C^{2,1}([0, L])
が存在するとする。この時、これらの解からなる ($\Gamma$_{0}, \mathrm{c}) ( または ($\Gamma$_{0}, c\mathrm{e}( $\eta$)) ) を (2) の ‘
コンパクトな進行波解” と言う。ただし、 c\geq 0 かつ  $\eta$\in [0, 2 $\pi$ ) である。
定義2.  $\Gamma$_{0} の曲率 $\theta$_{s} が正 (負) の時、狭義凸 (凹) と言う。
定義3. (2) のコンパクトな進行波解 ($\Gamma$_{0}, \mathrm{c}) がベクトル \mathrm{e}( $\xi$)=(\cos $\xi$, \sin $\xi$) に平行な軸
に対して対称である時、解を \mathrm{e}( $\xi$) に対して軸対称なコンパクトな進行波解“と呼ぶ。特
に、 \mathrm{n}_{0} =\mathrm{e}( $\xi$) が成り立つ時、 ($\Gamma$_{0}, \mathrm{c}) を 惟行方向に対して対称なコンパクトな進行波
解“と呼ぶ。
定義4. 任意の  $\theta$ に対して  $\gamma$( $\theta$)>0 ( $\gamma$( $\theta$)\leq 0) を満たす時、  $\gamma$ は正値俳負値) 関数と呼
ぶ。また、ある角度  $\eta$_{1}, $\eta$_{2} が存在して
 $\gamma$($\eta$_{1})>0,  $\gamma$($\eta$_{2})\leq 0
を満たす時、  $\gamma$ は符号変化関数と呼ぶ。
以下で述べる主結果は、主に  $\gamma$ が定符号の場合と符号変化する場合とで分けられる。特
に、符号変化に関する結果には適当な条件が必要となる :









定義5. 次の (c,  $\eta$) の集合
\displaystyle \mathcal{S} :=\{(c,  $\eta$) \inf_{ $\theta$\in[0,2 $\pi$)} $\gamma$( $\theta$)-c\cos( $\theta$- $\eta$)>0\}
を考える。このとき,十分小さな  $\varepsilon$>0 が存在して、任意の  $\delta$\in(0,  $\varepsilon$) に対して
($\eta$^{*}- $\delta$, c^{*})\in S, ($\eta$_{*}+ $\delta$, c_{*})\in S,
が成り立つとき、  $\gamma$( $\theta$) は ‘許容条件を満たす”と言う。ただし、( $\eta$^{*} , ♂) は \partial S:=Cl(\mathcal{S})\backslash 
Int(S) の点で  $\eta$ の値が最大になるもの、 ($\eta$_{*}, c_{*}) は \partial S の点で  $\eta$ の値が最小になるものを
表す。
定理1.3.  $\gamma$ が符号変化関数とする。この時、  $\gamma$ が許容条件を満たせば、(2) はコンパクト
な進行波解 ($\Gamma$_{0}, \mathrm{c}) を持つ。
一般の形状 $\Gamma$_{0} に対しては、許容条件が必要になるが、対称性を課すとその条件を除外
できる。ここでは、簡単のために  $\beta$\equiv 1 と仮定した定理を紹介する。
定理1.4.  $\beta$\equiv  1 とする。この時、(2) が進行方向に対して対称なコンパクトな進行波解
($\Gamma$_{0}, c\mathrm{e}( $\eta$)) を一意に持つための  $\gamma$ の必要十分条件は次の (a) および (b) を満たすことで
ある :
(a)  $\gamma$( $\theta$)= $\gamma$(2 $\eta$- $\theta$)
(b)  $\gamma$ が正値関数であれば、次を満たす :
\displaystyle \int_{ $\eta$}^{ $\eta$+ $\pi$}\frac{\cos( $\theta$- $\eta$)}{ $\gamma$( $\theta$)}d $\theta$\leq 0 . (6)
ただし、等号は c=0 のときのみ成り立つ。  $\gamma$ が符号変化関数であれば、次を満
たす :






例1.5. (3) にはコンパクトな進行波解は存在しない。また、(4) は c>0 となるコンパ
クトな進行波解は存在せず、半径 1/A の円がジョルダン閉曲線からなる唯一の定常解と
なる。
証明.(3) は  $\gamma$\equiv 0 なので、定義4より符号変化関数である。また、  $\beta$\equiv 1 なので定理1.4
が適用でき、(a) と (b) を満たすかどうか確かめれば良い。(a) は明らかに成り立つ。一
方、(b) は (7) を確認すれば良いが、  $\gamma$\equiv 0 より (7) の両辺は 0 となるため成立しない。
以上から、(3) はコンパクトな進行波解を持たない。
(4) は  $\gamma$\equiv A なので、正値関数である。また、  $\beta$\equiv  1 なので同様に、定理1.4より (a)
と (b) を満たすか確かめれば良い。(a) は明らかに成り立つ。一方、(b) は(6) を確認すれ
ば良い。すると
\displaystyle \int_{ $\eta$}^{ $\eta$+ $\pi$}\frac{\cos( $\theta$- $\eta$)}{ $\gamma$( $\theta$)}d $\theta$=\frac{1}{A}\int_{ $\eta$}^{ $\eta$+ $\pi$}\cos( $\theta$- $\eta$)d $\theta$=0
が成り立つ。したがって、 c=0 のコンパクトな進行波解 (つまり定常解) が一意に存在す




u_{t}=d $\Delta$ u+k_{1}U-u+k_{2} & \mathrm{i}\mathrm{n} Q:=\bigcup_{t>0} $\Omega$(t)\times\{t\},\\
u=1+A $\kappa$ & \mathrm{o}\mathrm{n}  $\Gamma$:=\bigcup_{t>0} $\Gamma$(t)\times\{t\},\\
V= $\eta$ U-1-A $\kappa$ & \mathrm{o}\mathrm{n}  $\Gamma$,
\end{array}\right. (8)
ただし、  $\Omega$(t) を時刻 ttこおける \mathrm{R}^{2} の領域、  $\Gamma$(t) を  $\Omega$(t) の境界とする。また、 U は
U=C_{0}-\displaystyle \int_{ $\Omega$(t)}udx
とし, d は拡散係数, k_{1}, k_{2}, A, C_{0} は正定数、  $\eta$ は  $\Gamma$(t) を定義域に持つ与えられた関数と
する。
方程式 (8) は細胞運動に関連した自由境界問題であり ([10])、細胞が動く様子を表す解
としてジョルダン閉曲線を境界  $\Gamma$(t) に持つ進行波解の存在を確かめることは重要となる。
自由境界問題の進行波解を次のように定める :
定義6. 方程式 (8) を満たす解 (u,  $\Omega$(t)) が、 C^{2,1}(Q)\times C^{4}( $\Gamma$) に属し、任意の時刻 t にお
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いて、ある正定数 c とある単位ベクトル \mathrm{n}_{0}=(\cos$\theta$_{0}, \sin$\theta$_{0}) を用いて
u(x, y, t)=u_{0}(x- ct \cos$\theta$_{0}, y- ct \sin$\theta$_{0})
 $\Omega$(t)=\{(x, y)\in \mathbb{R}^{2} | (x-d\cos$\theta$_{0}, y- ct \sin$\theta$_{0})\in $\Gamma$(0)\}
と表されるとき、 (u,  $\Omega$(t)) は方程式 (8) の “コンパクトな進行波解”とよぶ。
以下では簡単のため、進行方向 \mathrm{n}_{0} が x 軸の正の方向に移動する解のみ、つまり、
\mathrm{n}_{0}=(1,0) を考えた場合のみに触れる。なお、進行方向 \mathrm{n}_{0} は任意の単位ベクトルとして
も、同様の定理が成り立つ。
定理1.6 ( \mathrm{M}‐Ninomiya [11]). 関数  $\eta$ は次の条件を満たすとする :
(a)  $\eta$\in C^{2}([0,2 $\pi$
(b)  $\eta$( $\theta$)= $\eta$(2 $\pi$- $\theta$) in [0,  $\pi$],
(c)  $\eta$( $\theta$)> $\eta$( $\pi$- $\theta$)>0 in [0,  $\pi$/2) .
さらに、係数 k\mathrm{i}, k_{2}, c_{0}, A は
k_{1}C_{0}-1+k<0, \displaystyle \min  $\gamma$ C_{0}-1>0 $\theta$\in[0,2 $\pi$)
を満たすとする。このとき、 \mathrm{n}_{0} = (1,0) 方向に対称なコンパクトな進行波解が少なく と
も1つ存在する。なお、  $\Omega$(t) は狭義凸、速度は c>0 である。また、  $\eta$ が定数に十分近け
れば進行波解は少なく とも2つ存在する。
この定理1.6の証明では、  $\Gamma$(\mathrm{t}) の近似解を構成する時に定理1.4が役立つ。詳しくは、
[11] を参照。
§4まとめ
本研究では、  $\gamma$( $\theta$) に自由度を持たせ、界面方程式 (2) の進行波解の存在やその条件を考
察した。その結果、いくつかの界面方程式や自由境界問題の進行波解の存在非存在を示





に入れると  $\gamma$ が法線 \mathrm{n} のみに依存している状況は非常に特殊であり、  $\gamma$ を空間変数  x, y
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などに依存させる方が自然であることが予想される。従って、  $\gamma$ を一般化したとき、進行
波解が存在するための条件を探すのが、今後の課題である。
\blacksquare謝辞 本研究集会での講演および執筆の機会を与えて下さった川上裕先生 (金沢大学)
に感謝申し上げます。本研究は,科学研究費補助金 (若手研究 (B),課題番号  15\mathrm{K}17595 )
の助成を受けています。
参考文献
[1] S.B. Angenent, On the formation of singularities in the curve shortening flow,
J. Differ. Geom., 33 (1991), 601‐633.
[2] Y.Y. Chen, Y. Kohsaka and H. Ninomiya, Traveling spots and traveling fingers
in singular limit problems of reaction‐diffusion systems, Discret. Contin. Dyn.
Syst. Ser. \mathrm{B} , 19 (2014), 697−714
[3] Y.G. Chen, Y. Giga and S. Goto, Uniqueness and existence of viscosity solutions
of generalized mean curvature flow equations, J. Differ. Geom., 33 (1991), 749‐
786.
[4] Y.S. Choi and R. Lui, Existence of traveling domain solutions for a two‐
dimensional moving boundary problem, Trans. Am. Math. Soc., 361 (2009), 4027‐
4044.
[5] W.W. Mullins, Solid surface morphologies governed by capillarity, In: Robert‐
son, W.D., Gjostein, N.A. (eds.) Metal Surfaces: Structure, Energetics and Ki‐
netics. pp. 17‐66, Am. Soc. Met., Ohio (1963).
[6] S. I. Ei and E. Yanagida, Dynamics of interfaces in competition‐liffusion systems,
SIAM J. Appl. Math., 54 (i994), 1355‐1373.
[7] M. E. Gage and R. S. Hamilton, The heat equation shrinking convex plane curves,
J. Differ. Geom., 23 (1986), 69‐96.
[8] M. A. Grayson, The heat equation shrinks embedded plane curves to round points,
J. Differ. Geom., 26 (1987), 285‐314.
[9] F. Hamel, R. Monneau and J.M. Roquejoffre, Existence and qualitative proper‐
ties of multidimensional conical bistable fronts, Discret. Contin. Dyn. Syst. Ser.
\mathrm{A} , 13 (2005), 1069‐1096.
[10] H. Monobe and H. Ninomiya, Multiple existence of traveling waves of a free
44
boundary problem describing cell motility, Discret. Contin. Dyn. Syst. Ser. \mathrm{B} , 19
(2014), 789‐799.
[11] H. Monobe and H. Ninomiya, Traveling wave solutions with convex domains for
a free boundary problem, Discret. Contin. Dyn. Syst. Ser. \mathrm{A} , 37 (2017), 905‐914.
[12] M. Mimura and T. Tsujikawa, Aggregating pattern dynamics in a chemotaxis
model including growth, Physica \mathrm{A} , 230 (1996), 499‐543.
[13] H. Ninomiya and M. Taniguchi, Existence and global stability of traveling curve
fronts in the Allen‐Cahn equations, J. Differ. Equ., 213 (2005), 204‐233.
45
